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Habilidades Associadas

. Identificar fenédmenos que crescem ou decrescem exponencialmente.

. Identificar a representac&o algébrica e/ou gréfica de uma fungdo exponencial.

. Resolver problemas significativos utilizando a fungdo exponencial.
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. Identificar graficos de fungdes trigonométricas: seno, cosseno e tangente.
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A Secretaria de Estado de Educacgdo elaborou o presente material com o intuito de estimular o
envolvimento do estudante com situagdes concretas e contextualizadas de pesquisa, aprendizagem
colaborativa e construgdes coletivas entre os préprios estudantes e respectivos tutores — docentes
preparados para incentivar o desenvolvimento da autonomia do alunado.

A proposta de desenvolver atividades pedagdgicas de aprendizagem autorregulada é mais uma
estratégia pedagdgica para se contribuir para a formacdo de cidadaos do século XXI, capazes de explorar
suas competéncias cognitivas e ndo cognitivas. Assim, estimula-se a busca do conhecimento de forma
auténoma, por meio dos diversos recursos bibliograficos e tecnolégicos, de modo a encontrar solugdes
para desafios da contemporaneidade, na vida pessoal e profissional.

Estas atividades pedagdgicas autorreguladas propiciam aos alunos o desenvolvimento das
habilidades e competéncias nucleares previstas no curriculo minimo, por meio de atividades
roteirizadas. Nesse contexto, o tutor sera visto enquanto um mediador, um auxiliar. A aprendizagem é
efetivada na medida em que cada aluno autorregula sua aprendizagem.

Destarte, as atividades pedagdgicas pautadas no principio da autorregulacdo objetivam,
também, equipar os alunos, ajuda-los a desenvolver o seu conjunto de ferramentas mentais, ajudando-o
a tomar consciéncia dos processos e procedimentos de aprendizagem que ele pode colocar em pratica.

Ao desenvolver as suas capacidades de auto-observagdo e autoandlise, ele passa ater maior
dominio daquilo que faz. Desse modo, partindo do que o aluno ja domina, serd possivel contribuir para
o desenvolvimento de suas potencialidades originais e, assim, dominar plenamente todas as
ferramentas da autorregulagdo.

Por meio desse processo de aprendizagem pautada no principio da autorregulagdo, contribui-se
para o desenvolvimento de habilidades e competéncias fundamentais para o aprender-a-aprender, o
aprender-a-conhecer, o aprender-a-fazer, o aprender-a-conviver e o aprender-a-ser.

A elaboragdo destas atividades foi conduzida pela Diretoria de Articulagdo Curricular, da
Superintendéncia Pedagdgica desta SEEDUC, em conjunto com uma equipe de professores da rede

estadual. Este documento encontra-se disponivel em nosso site www.conexaoprofessor.rj.gov.br, a fim

de que os professores de nossa rede também possam utilizd-lo como contribuicdo e complementacdo as
suas aulas.

Estamos a disposicdo através do e-mail curriculominimo@educacao.rj.gov.br para quaisquer

esclarecimentos necessarios e criticas construtivas que contribuam com a elaboracdo deste material.

Secretaria de Estado de Educagdo
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Caro aluno,

Neste documento vocé encontrard atividades relacionadas diretamente a
algumas habilidades e competéncias do 4° Bimestre do Curriculo Minimo. Vocé
encontrara atividades para serem trabalhadas durante o periodo de um més.

A nossa proposta é que vocé, Aluno, desenvolva estes Planos de Curso na
auséncia do Professor da Disciplina por qualquer eventual razdo. Estas atividades foram
elaboradas a partir da selecdo das habilidades que consideramos essenciais do 1° Ano
do Ensino Médio no 4° Bimestre.

Este documento é composto de um texto base, na qual através de uma leitura
motivadora vocé seja capaz de compreender as principais ideias relacionadas a estas
habilidades. Leia o texto, e em seguida resolva as Ficha de Atividades. As Fichas de
atividades devem ser aplicadas para cada dia de aula, ou seja, para cada duas
horas/aulas. Para encerrar as atividades referentes a cada bimestre, ao final é sugerido
uma pesquisa sobre o assunto.

Para cada Caderno de Atividades, iremos ainda fazer relagdes diretas com todos
0s materiais que estdo disponibilizados em nosso site Conexdo Professor, fornecendo,
desta forma, diversos materiais de apoio pedagdgico para que o Professor aplicador
possa repassar para a sua turma.

Neste Caderno de atividades, iremos estudar sobre a funcdo exponencial e
introduzir a trigonometria na circunferéncia. Na primeira parte vamos conhecer a
funcdo exponencial, construindo seu grafico e aprendendo a utiliza-la na resolucdo de
problemas. Em seguida, iremos estudar sobre a trigonometria na circunferéncia,
definindo o comportamento do seno, cosseno e tangente.

Este documento apresenta 4 (quatro) aulas. As aulas sdo compostas por uma
explicacdo base, para que vocé seja capaz de compreender as principais ideias
relacionadas as habilidades e competéncias principais do bimestre em questdo, e
atividades respectivas. Leia o texto e, em seguida, resolva as Atividades propostas. As
Atividades sao referentes a um tempo de aula. Para reforgar a aprendizagem, propde-
se, ainda, uma avaliagdo e uma pesquisa sobre o assunto.

Um abrago e bom trabalho!

Equipe de Elaboracao.
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Caro aluno, nesta aula nds iremos revisar algumas propriedades de poténcias.

Estas propriedades nos ajudam a compreender melhor o estudo das fungdes
exponenciais. Todos os assuntos que estudaremos nesta aula, ja foram vistos em
outros anos, no entanto, é importante que vocé fique atento a cada detalhe!

Boa aulall

1- POTENCIA COM EXPOENTE NATURAL:

Potenciacdo é uma multiplicacdo de fatores iguais. Observe como é simples! ’

32=3-3=9

Essa expressdao representa a multiplicacdo de 2 fatores iguais a 3. Ela
representa uma poténcia de base 3 e expoente 2.
Note que a “base” é o valor que ira repetir, e o “expoente” vai dizer quantas

vezes voceé vai repetir a “base”. De forma geral, podemos dizer que:

a'=a-a-a-a-.. -a"
| | |

n fatores.

2 — POTENCIA COM EXPOENTE INTEIRO:

Sendo a base a um numero real positivo e expoente n um numero inteiro que

pode ser negativo, temos a seguinte regra:

a "= —




Achou confuso? Vamos apresentar alguns exemplos numéricos para facilitar a
sua compreensao!

EXEMPLO 01:
_ 11 1
=37 = 327 3.3 9
[ ] 1_3— 1 — 1 — l—
&= = = 1=8
2 e QRG s

_ 1
s (V5)72 ===
3 — POTENCIA COM EXPOENTE RACIONAL:

Se a é um expoente real positivo e m/n um numero reacional, com n
inteiro positivo, definimos:

m .
an = ya™m
EXEMPLO 2:
2
= 53= 352= 325 : a
)
|
Nesse caso nés também podemos fazer o \' ‘

m = 2
s . . n —
contrdrio, veja: Va™ = an

3
Exemplo: /23 = 25

4 — RESUMO DAS PROPRIEDADES DA POTENCIA:

Sempre que as poténcias de numero real e operagdes estejam definidas, temos

a seguintes propriedades das poténcias. Vamos revisa-las com muita atengao, pois

utilizaremos bastante nas préximas aulas!



m g . gh— gm+n
m g, gt — gm-n
= (@) = gMm™

= (@*b)"=a"-b"

- O"=3.0 #0)

EXEMPLO 03:

C) (24—)3 — 24—.3 — 212
d) (7 - 5)2= 7% - 52
e) 7x+3 — 7x . 73

f) 52-% = =

01. Calcule:

a) 3
b) (V5)?
¢) 2
d) 6°

02. Encontre os valores da poténcia 5", para nigual a:

ajn=2
b)n=-1
c)n=0




03. Reduza a uma Unica poténcia:

a)3% - 3% =

220

b) = =

210
c)(3%)° =
d)3* - 3% =

f) (3%)° =

04. Efetue a multiplicaggo /5 - /52



Caro aluno, nesta aula vamos estudar como identificar o crescimento e o
decrescimento das funcdes exponenciais. Também iremos ver em que situacdo se aplica

o conceito de exponencial em nosso cotidiano. Leia com atenc¢ao e boa aula!

1 - DEFINICAO:

A funcdo f: IR — IR dada por f (x) = a* denomina-se fun¢do exponencial, sendo
(a >0ea=# 1). Esta fungdo também pode ser representada por y = a*. Ela também é
conhecida pelo crescimento e decrescimento muito rapido, vamos entender melhor o

que isso significa. Observe alguns exemplos abaixo:

a) f(x) = 5%
b) Y = (0,2)

(mtrigbes a>0ea# 1, sdo muito importantesh

porque:

mg v' Para a = 0 e x negativo, n3o existira a*. (Pois se o a for

igual a 0, o grafico sera constante)

$ -i v' Paraa<0ex=2%, n3o haveria a*. (Se tornaria uma Raiz
negativa, assim ndo teriamos uma fung¢do em real)
n v/ Para a = 1 e x qualquer numero real, a* = 1. (Funcdo

constante) /

2 — CRESCIMENTO DA FUNGAO EXPONENCIAL:

O crescimento demografico é um dos exemplos de uma fungdo exponencial
crescente, no exemplo a seguir vamos identificar uma situacdo em que podemos notar

a aplicagao dessa funcdo.
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Se a > 1, temos uma fungdo crescente para qualquer valor de x € IR, perceba

que quanto maior o valor de x, maior o valor de y.

a»1

EXEMPLO 01:

Observe alguns exemplos de fungdes exponenciais crescentes:
= f(x)=2"
= f(x)=5"

[0 L




3 — DECRESCIMENTO DA FUNCAO EXPONENCIAL:

A datacdo de carbono 14 é um dos exemplos mais presentes em nosso dia a dia

para explicar o decrescimento da funcdo exponencial. Observe o grafico.
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Figura 2

“A técnica de datacdo por carbono-14 foi descoberta nos anos quarenta por
Willard Libby. Ele percebeu que a quantidade de carbono-14 dos tecidos organicos
mortos diminui a um ritmo constante com o passar do tempo. Assim, a medicdo dos
valores de carbono-14 em um objeto antigo nos da pistas muito exatas dos anos

decorridos desde sua morte.”

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Carbono-14

Se 0 < a <1, a funcdo é dita decrescente para qualquer valor de x real, nesse

caso quanto maior o x menor o'y.

11
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EXEMPLO 02:
Observe alguns exemplos de funcdes exponenciais decrescentes:
n = 1 X
i) = )
= f(x)=(0,5)

Agora é hora de exercitar!!

01. Dadas as fungdes abaixo, verifique qual delas é uma fungao definida em R:

a) f(x) = 2"

b) f(x) = (-4)
c) f(x) = (1/2)"
dy=1"
e)y=0"
f)y=x

02. Diga qual das fungdes é crescente ou decrescente.

a) f(x) = 5%
b) f(x) =
c) f(x) = (V3)"
d) f(x) = (1/8)"

T




03. Quais os valores de k a funcdo exponencial f(x) = (k + 2)* é decrescente?

04. Para quais valores de K a funcdo f (x) = (k —5)* é crescente?

05. Analise os graficos abaixo e determine se é crescente ou decrescente.

a)

13



Caro aluno, nesta aula vamos aprender como determinar os coeficientes da

funcdo exponencial dados os graficos, além de descobrir o papel de cada um no

grafico. Boa aula!

1 - FORMATO ALGEBRICO:

O primeiro formato algébrico estudado foi f(x) = a* ou y = a*. Agora, iremos
estudar o novo formato algébrico da func3o exponencial, f(x) =b .a*ou y=b.a".
As restric0es quanto ao a continuam (a > 0 e a # 1). Esses sdo 0s casos mais usados

normalmente.

1.1 - FORMATO f(x) = a*.

O grafico nos ajuda a saber como a fun¢do se comporta em algumas situacodes.
Na imagem abaixo observe a funcdo da base a e expoente x . Perceba que quanto
maior o valor da base mais préximo do eixo y ele fica, em outras palavras podemos

dizer que, quanto maior o valor da base mais rdpido é o crescimento da funcao.

f(x) = 0*
gk =1

qlx) = &

s(x) = 6*

Y -




Agora como vamos encontrar a funcdo dado o grafico?

EXEMPLO 01:

Observe o grafico abaixo e encontre ao sua funcdo:

Resolugao:

Nesse caso o que devemos fazer para encontrar a fungdo que deu origem ao
grdfico, é usar a forma algébrica para nos ajudar.

Em, y = d", substituindo os valores x e y, pelos valores do par ordenado (1,4),

vamos encontrar:

y=a
4=qg
4=qa

Entdo a fungéo é f(x) = a* . E neste caso, teremos: f(x) = 4"

1.2 - FORMATO f(x) = b.a*.

Na imagem abaixo podemos ver que, o grafico corta o eixo y no valor de b.

15



74 glx)=2%2
h{x)=2*.3
plx)=2% 4

14

E para encontrar este grafico é tdo simples quanto o exemplo anterior! Preste

atencgao!

EXEMPLO 02:

Observe o grafico abaixo e encontre a sua fungao:

16 L




Resolugao:

Nesse formato de fungdo temos que ficar atentos o valor de b, se olharmos para
o0 eixo y veremos o valor de b, como foi dito acima.

Entdio, b = 2, substituindo no formato, y=b . a*

Usando o par ordenado (-2,8), temos:

y=b.d"

1
a—\/; oa=1/2

Logo, a fungdo sera: y = 2. (%)*
Caro aluno, chegou a hora de praticar!

Resolva a Ficha de Atividades a seguir para exercitar os conhecimentos que

vocé aprendeu, em caso de duvidas retorne aos exemplos.

01. Dadas as fun¢des exponenciais do tipo f(x) = b . a*, encontre os valores de a e b:
a)f(x)=2".4

b) f(x) =(1/5).6

c)f(x)=8.3"

d) f(x) =6 . (0,3)"

T2 -




02. Cada gréfico abaixo representa uma fung¢do exponencial do tipo f(x) = a*, determine
a lei de formacao de cada uma delas.

a) b)

03. Cada gréfico das fun¢des a seguir tem o formato do tipo f(x) = b . a*, determine a lei

de formacdo de cada um.

a)

10

18



b)

04. Dadas as funcdes, determine a base e o expoente da fun¢do de formato f(x) = a*:

a) f(x) = 4*

b) f(x) = 2***
c) f(x) = (1/5)"
d) f(x) = (0,2)*

19



Na aula de hoje, vamos aprender a construir o grafico da fungao exponencial de

uma maneira simples e facil. Mas para isso precisaremos conhecer bem algumas

propriedade. Vamos |a! Boa leitura.
1 — GRAFICO DE UMA FUNCAO EXPONENCIAL:

O gréfico da fungdo exponencial, qualquer funcdo f de R em R, que pode ser
crescente ou decrescente, definida pela lei de formacdo f(x) =a*ouy=a"(a#1lea>
0) com x ER.

Se a > 1, temos uma fungdo crescente para qualquer valor de x € IR, perceba

que quanto maior o valor de x, maior o valor de y.

Se 0 < a < 1 funcdo decrescente para qualquer valor de x real, nesse caso

guanto maior o x menor oy.

O<a<l

L
1
e

[ 20 L




— COMO CONSTRUIR UM GRAFICO:

Para construir o grafico da funcdo exponencial vocé devera inicialmente construir
uma tabela atribuindo valores a varidvel x e encontrar os valores para y. Mas, nao
podemos atribuir poucos valores para x, porque, quanto menos valores, mais dificil é a

visualizacdo do grafico. Vamos observar alguns exemplos:

EXEMPLO 01:
Ache o valor de k na fun¢do f(x) = (k — 7)* de modo que:
a) f seja crescente;

b) f seja decrescente.

Resolugao:

a) Para que a fungdo seja crescente, ou seja, a > 1, temos que considerar que K—7 > 1,
logo K>1 + 7, entdio K > 8.

b) Para que a fung¢do seja decrescente, ou seja0<a <1

O<k-7<1

0+7<k<1+8

7<k<9

EXEMPLO 02:

Construir o grafico da funcdo f(x) = 2%

Resolugao:

Para iniciar a atividade temos que construir uma tabela. Observe:

X y=2" (x,y)
22 22=1/4 (-2,1/4)
-1 2t=1/2 (-1,1/2)
0 2°=1 (0,1)
1 2'=2 (1,2)
2 22=4 (2,4)
3 23=8 (3,8)




Agora utilize os pares ordenados para construir o grdfico da funcgdo.

f(x) = 2*

o0

6
5
4
3
2
0
3 2 ! 0 1 2 3

EXEMPLO 03:

Construa o gréfico da fungdoy = (1/2)*.

Resolugao:

Inicie construindo a tabela, veja:

X (1/2)? (xy)

-3 (1/2)3=8 (-3,8)
22 (1/2)%=4 (-2,4)
-1 (1/2)t=2 (-1,2)
0 (1/2)°=1 (0,1)

1 (1/2)'=1/2 (1,1/2)
2 (1/2)2=1/4 (2,1/4)
3 (1/2)3=1/8 (3,1/8)

Agora utilize os pares ordenados para construir o grdfico da fung¢éo.



f(x) = (1/2)

9
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Agora temos que verificar se vocé aprendeu. Resolva os exercicios abaixo e em

caso de duvidas retorne aos exemplos.

01. Ache m na func3o f(x) = (m —4)*, de modo que:

a) f seja crescente;

b) f seja decrescente.
02. Dada a func¢do f(x) = 3%, determine:
a) f(2)

b) f(-3)
c) f(0)

PR -




03. Com o auxilio da tabela construa os graficos das fungdes:

a) f(x) = 4*

X f(x) = 4% (xy)

-3 (/)
-2 (/)
-1 (/)
0 (/)
1 (/)
2 (/)
3 (/)

12+

114

10+

-1



b) f(x) = (2/3)"

(xy)

(/)

(/)

(/)

(/)

(/)

(/)

(/)

=(2/3)*

f(x)

12+

10

25




Iniciaremos aqui um novo aprendizado relativo as fung¢des exponenciais: como

resolver uma equagdo exponencial. As equagdes exponenciais sempre trazem, como
nas outras equag¢des, um valor de x a ser determinado.
Ndo esqueca: as equag¢les de forma geral indicam x como incégnita, mas

também poderdo ser outras letras como y, w, z...

1- EQUAGCAO EXPONENCIAL:

A diferenca da equacdo exponencial para a maioria das equacdes é o fato da
variavel ser o expoente. Observe :

a) 3"=9 é uma equacdo exponencial

b) 3*% =6 é uma equacio exponencial

c) x> +x ndo é uma equacao exponencial

Mas como resolver estas equacdes? Resolver uma equacdo é determinar o
valor da varidvel que mantém a igualdade. Por exemplo, na equacdo 2* = 16,
precisamos saber para qual valor de x para que a igualdade se torne verdadeira.

Vamos retomar uma interessante propriedade das poténcias. Para resolver

algumas equagdes exponenciais vamos precisar recorrer a esta propriedade:

Sea’=a‘ entdob=c;

Para que vocé compreenda melhor, vamos estudar alguns exemplos:

EXEMPLO 1:

Para que valor de x a equagdo 2" = 16 é verdadeira ?

[ 26 L




Resolucao
Para resolvermos essa equagdo temos que fatorar o numero 16. Vocé se
lembra da fatoragdo? Entdo, fatorando 16 vamos obter 2°. Entdo, podemos dizer que
16 =2* . Temos que:
2’=16
Zx: 2 4

Finalmente concluimos que como as bases sdo iguais. Logo, x=4.

EXEMPLO 2:

Qual o valor de x na equagdo 5% =125 ?

Resolugao
Para resolver esta equagdo temos que fatorar o numero 625. Apds efetuar a
fatoracgdo, encontramos 125 = 53,
Entéo, teremos que:
52 =125
5x+2 — 53
Podemos entdo dizer que x + 2 = 3, porque as bases (5) sdo iguais. Assim,

x+2 = 3, concluimos que x =3 — 2, ou seja, x = 1.

EXEMPLO 3 :

Resolver a equacao 8 =512:

Resoluc¢ao
Para resolvermos essa equacg@o temos que fatorar o numero 8 e também o
512, assim temos que: 8 = 2’e512=2°
Substituindo na equagdo: 8% = 512, teremos:
(2°)*=2° — podemos dizer que (2°)**=2%

2% =2° — Como teremos bases iguais devemos igualar os expoentes.



—  Simplicando a fra¢do

Agora é hora de testar o que vocé aprendeu!!

01. Dadas as equagdes, identifique quais sdo exponenciais:

a) x+1=2
b) x*-4=6
c) 2°-8=0
d) x3=3*

02. Resolva as equacgdes exponenciais:

a) 3™=81

b) 5 =625

¢) 10°*? = 1000
d) 6=1

03. Dada a fungdo z =(0,1)x +3, determine o valor de z para x=10

04. O tio de Bia e Bruna gosta muito de brincar com numeros. Assim deu a cada uma
um pedaco de papel com uma equacdo. Bia recebeu a equagdo 5" = 625, enquanto no
papel de Bruna estava escrito 3* = 243. Ele disse que cada uma receberia em bombons
a quantidade representada por x. Quantos bombons recebeu cada uma das meninas?
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Alguns fendbmenos relacionados ao nosso cotidiano acontecem por meio de

funcbes exponenciais, como por exemplo: o crescimento de bactérias, os juros
compostos, a decomposi¢cao de substancias entre outros. E por isso é importante saber
resolver problemas envolvendo esse tipo de fungdo.

A seguir veremos alguns exemplos demonstrando a aplicagdo da fungao

exponencial:

PROBLEMA 1:
O numero de bactérias em uma cultura apds certo tempo do inicio do experimento é
dada pela férmula: N(t) = 1000. 2, onde N é o numero de bactérias e t, 0 tempo em

segundos. Determine o niumero de bactérias existentes apds 5 segundos.

Resolucgao

Na funcdo dada temos que o numero de bactérias (N) estd em fungcdo da
varidvel t (tempo). Como o tempo dado é 5 sequndos, para resolvermos esse problema
precisamos substituir o valor de t por 5 e assim teremos:
N(5) =1000. 2° onde faremos 2° =32.
N(5) =1000. 32 e finalmente, N(5) = 32.000 bactérias.

PROBLEMA 2:

O montante é uma quantia que uma pessoa recebe apds aplicar um capital C por um
periodo de tempo sob o regime de juros compostos a uma taxa i, representada pela
féormula M = C (1 +i)". Determine o montante de uma aplicagdo de um capital de 2000

reais, a uma taxa de 12% ao ano pelo periodo de 3 anos.

29 L




Resolugao:

Primeiramente teremos de identificar os dados do problema. Assim, sabemos
que 2000 é o capital (CC), 12% é a taxa i e 3 anos, o tempo. Agora é sé aplicar na
férmula: M=C (1 +i)".

Antes de substituir os valores na fun¢Go dada, precisamos transformar

12% = £ =0,12. Teremos entdo:
100

M=C(1+i)t
M = 2000 (1 +0,12)
M = 2000 (1,12)

Agora calcule (1,12)3 =1,12 x 1,12 x 1,12 = 1,4 e conclua o resultado do
problema:
M =2000. 1,4
M = 2800

PROBLEMA 3:
Uma col6nia formada a partir de duas bactérias duplica a cada 50 segundos. Qual o

nimero de bactérias apds 500 segundos?

Resolugao:

Temos no tempo inicial apenas 2 bactérias, apds 50 segundos, teremos o dobro,
ou seja 4 bactérias. Isto significa que o numero de bactérias (vamos chamar de N)
depende da quantidade de tempo:

Observe a tabela:

Tempo 0 50s 100s 150s
N° de bacterias 2 2.2 222=2.2%212222=223

A fungdo serd dada por N(t) = 2.2%, onde t é a quantidade de intervalos de 50s.
Como 500 : 50 = 10, teremos que: N(t) =2.21° = 2. 1024 = 2048 bactérias.



01. A quantia de RS 1200,00 foi aplicada durante 6 anos em uma institui¢do bancaria a

uma taxa de 1,5% ao més, no sistema de juros compostos. Qual sera o saldo no final

de 12 meses?

02. Em determinadas condigGes, o nimero de bactérias B de uma cultura, em fungao

- 2t/12

do tempo t, medido em horas, é dado por B(t) . Qual serd o numero de bactérias

apos 6 dias? Obs: faca a conversao de dias para horas.

03. Apds o inicio de um experimento o nimero de bactérias de uma cultura é dado
pela express3o: N(t) = 1200. 2%*. Quanto tempo apés o inicio do experimento a cultura

terd 19200 bactérias?

04. Um determinado automdvel desvaloriza de acordo com a fungdo C(t) = V.(0,8)",
onde V é o valor inicial do automével et o tempo em anos. Sabendo que o valor inicial
do veiculo foi de RS 46.000,00, calcule o preco de venda do automdvel apds 3 anos de

Sua compra.
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Nas aulas anteriores estudamos que o circulo trigonométrico é um circulo de

raio unitario, e que o sentido positivo é o anti-horario. Aprendemos também sobre as
razdes trigonométricas seno e cosseno.
Nesta aula, vamos representar o seno e o cosseno como fungdes

trigonomeétricas, representando-as no circulo trigonométrico.
1 - O CIRCULO TRIGONOMETRICO:

Observe a figura abaixo. Ela representa um circulo trigonométrico. Note que
como o raio é unitdrio, o circulo encontra o eixo x (eixo das abcissas ou abscissas) em
dois pontos, (1,0) e (-1,0) e da mesma forma, o circulo encontra o eixo y (eixo das

ordenadas) em outros dois pontos (0, 1) e (0,-1).

N
eixoy

{
N

Podemos também inserir outros elementos como os angulos de uma

eixo X

A
/

circunferéncia:

eixoy
00
1Rn/\ 00 ] 3600
\J eixo x
270°
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1.1 - SENO E COSSENO:

Se tomarmos uma semirreta com origem em (0,0), para qualquer que seja o
angulo o e como o raio do circulo é 1 temos um ponto P de coordenadas (a, b) ,
interseccdo da semirreta com a circunferéncia, que nos dara a projecdo de a no eixo

dos x e b no eixo dos y.

Mas o que isso tem haver com o circulo apresentado acima?
Ja que estamos falando de seno e cosseno, vamos lembrar dessas férmulas ja
conhecidas:

cat.oposto cat.adjace nte
———— eC0SQL=————
hipotenusa hipotenusa

Seno =

Vamos tentar relaciona-los!

Quando trabalhamos com seno, teremos para valores do seno o cateto oposto,
ou seja, os valores do seno s podem estar no eixo y!

E quando trabalhamos com cosseno, teremos para valores do cosseno o cateto
adjacente, ou seja, os valores do cosseno estardo no eixo x!

Obs: Vale lembrar o seguinte macete: Quando se trabalha com seno, fica-se
sem sono (e sem sono ficamos em pé - eixo y) e quando se trabalha com cosseno, fica-
se com sono (e com sono ficamos deitados — eixo x)

Assim, valores de seno (sem sono — em pé) sé existirdo no eixo y e valores de
cosseno (com sono — deitado) so existirdo no eixo x.

Vamos 13!
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— Eixo dos Senos (sem sono — estamos em pé):

eixoy

90°

180° 0°=360°

270°

Repare que para os valores de 0° e 180° que n3o ha o eixo dos senos. Assim, os
valores de seno somente existirdo para 90° e 270°. Entdo:

* sen90°=1

* sen270°=-1

* sen0°=0

"= sen180°=0

— Eixo dos Cossenos (com sono — estamos deitados)

90°

0 _ 0
180 0" =360

eixo x

270°

Observe que para os valores de 90° e 270° que n3o ha o eixo dos cossenos.
Assim, os valores de cosseno somente existirdo para 0° e 180°. Teremos ent3o:
" c0s90°=0
* cos 270°=0
" cos0°=1

= cos 180°=-1
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Retomando os valores do circulo trigonométrico para seno e cosseno:

0° 90° 180° 270° 360°
Seno 0 1 0 -1 0
Cosseno 1 0 -1 0 1

2 — CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO:

Vocé pode perceber que o seno comega valendo zero, cresce até a unidade,
depois decresce até -1 e por fim volta ao zero. Sobre o crescimento e decrescimento
podemos dizer que:

Fun¢ao Seno

| Quadrante Il Quadrante 11l Quadrante IV Quadrante
Decresce Decresce Cresce Cresce
Fun¢dao Cosseno
| Quadrante Il Quadrante 11l Quadrante IV Quadrante
Cresce Decresce Decresce Cresce

Como vimos anteriormente, o seno é a projecao do raio definido pela abertura
do arco sobre o eixo das ordenadas, enquanto o cosseno é a projecdo sobre o eixo das
abscissas.

eixoy

eixo x

Note que os valores representados nos eixos correspondem ao raio da

circunferéncia, assim podemos definir o sinal de seno e cosseno da seguinte forma:



SENO COSSENO

3 — RELAGAO FUNDAMENTAL DA TRIGONOMETRIA:

Ha ainda uma importante relacdo entre seno e cosseno é a Relagdo

Fundamental da Trigonometria que indica:

senzx + coszx =1

EXEMPLO 1:

Verifique a sentenca sen” x + cos’x = 1 para o angulo de 90° .

Resolugao:
Sabemos que sen 90° = 1 e cos 90° = 0. Aplicando esses valores na relagéo
fundamental, temos:
sen’ x + cos’x = 1
sen’90° + cos’90° = 1
1°+0°=1

Logo, podemos desse modo verificar que a sentenca é verdadeira.

EXEMPLO 2:

Verifique a expressdo sen?x + cos’x = 1 para o angulo de 30°.

Resolugao:

Vamos relembrar os valores dos senos e cossenos para o dngulo de 30°. Temos

que: sen 30° =% e cos 30° = 73, entdo:



sen’x +cos’x =1

2 2
(1%@ 1
2 2
14_%:&:1
4 4 4

Logo, verificamos assim que a sentenca é verdadeira!

EXEMPLO 3:

Verifique em qual quadrante se encontra o seno de 1800°.

Resolucao
Para saber em qual quadrante se encontra o seno de 1800° é preciso calcular
guantas voltas este angulo deu no circulo trigonométrico. Para isso, vamos dividir
1800° por 360°. Observe:
1800°: 360° = 5 voltas + 60°

3
Entdo, sen 1800° =sen 60° = %

4 — CONVERSAO DE GRAUS PARA I RAD E VICE-VERSA:

Vocé observou que nesta aula que trabalhamos com os angulos em graus e
outras horas em radianos. E importante que vocé n3o se esqueca de como essa
conversao é realizada!

Para conversdo de graus para m rad basta utilizarmos a seguinte férmula:

anqgulo .xt
5 = anguio .

oL
e simplificando a fracdo por 60
180 p ¢ao p

, assim para 120° teremos: X =

. 2.
no numerador e denominador chegamos a X = =3

Para converter de 1t rad para graus basta substituir it rad por 180°. Podemos

tomar como exemplo X = 4?7[ = £580 =144°



01. Complete a tabela abaixo com os valores que vocé ja conhece para seno e cosseno
de um angulo:

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

Sen a

Cos a

02. Da tabela acima retire dois valores e teste para a Relagao Fundamental da
Trigonometria:

sena +cos’a=1

03. Verifique em qual quadrante se encontra:

a) 240°
b) 800°

04. Transforme de graus para mrad.

a) 135°

b) 12.z
10
5.1

c) —

4
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Agora, vamos trabalhar o conceito de tangente no circulo trigonométrico.

Observe o circulo abaixo, de raio unitario, r = 1, note que o ponto T é a intersec¢do da
reta OM com o eixo das tangentes (reta perpendicular ao eixo x, que passa pelo

ponto A).

A,
pusowanos

O arco AM ird corresponder ao angulo central 6. Assim, podemos dizer que

tangente do angulo 8 (ou do arco AM) é a medida do segmento ﬁ, e indicamos por
tg 0= AT .

O sinal da tangente vai depender da orientacdo que tomamos para o seu
cdlculo. Como a tangente é medida verticalmente, valores medidos acima do zero
serdo considerados positivos e valores medidos abaixo do zero sdo considerados
negativos.

Observe o quadro abaixo e verifique o que ocorre com o arco e com a reta

tangente ao mesmo tempo.
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8=0 8=n/2 8=n 0 = 3n/2 8=2n
® T L ; 154 A 153
A=M A 4 4 A=M
W | \\‘jl_/ | | J | | w |
A
tg0°=0 tg90° = 3 tg 180° =0 tg 270° =3 tg 360° =0
tg (n/2)=3 tgt=0 tg(3n/2)=3 [tg2n=0

Observe que para 0° 180° e 360°, 0 segmento AT tem valor igual a zero!

Vamos aos exercicios!!

01. Complete a tabela abaixo com os valores que vocé ja conhece para a tangente:

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

Tang

Sen a
COoS a

02. Uma relagdo existente relativa a tangente é: tgo =

. Assim, verifique dois

valores da tabela acima, utilizando essa relacgdo.

Exemplo: a=30°.

sen 30°
tg30° = — , substituindo sen 30° e cos 30°, teremos:
cos 3
1
2 o 1 2 1
tg30° =4 - tg30°=>.—"—==-"F+
B 23 3
2
Racionalizando teremos que tg 30° = ?3

03. Determine o valor das expressoes:

a) sen 30°+cos 45° —tg 180°
b) cos 60° + cos 30° — tg 45°
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04. Determine o valor de (tg 0° + sen 45°)% (cos 30° — cos 60°)°



Nesta aula vamos aprender a representar graficamente as fungdes seno

cosseno e tangente. Isto significa mostrar no plano cartesiano o comportamento
destas fungdes em um periodo que corresponde a 2w, ou seja, uma volta completa na
circunferéncia. Para isto vamos observar a tabela abaixo que contém os valores dos

principais arcos:

Arco Angulo Seno Cosseno | Tangente
0 0° 0 1 0
1[ 30° l \/§ \/§
6 2 3 3
z 45° E E 1
4 2 2
T \/§ 1
—_ 600 v =
z N3o
2 90° 1 0
definida
T 180° 0 -1 0
Nao
3z 270° -1 0
2 definida
27 360° 0 1 0

1 — GRAFICO DA FUNCAO SENO (SENOIDE):

Sabemos que uma volta completa na circunferéncia mede 360° ou 27 em
radianos. Na funcdo seno, temos uma volta completa na circunferéncia vai de 0° a
3600 ou de O rad a 2m. Isto significa que a fungdo nesse intervalo realiza um ciclo
completo, ao que chamamos de periodo da fungdo trigonométrica.

Dada a fungdo y = sen x, vamos definir seu grafico.

T




Pela tabela, teremos os pontos:
T 1 ﬂ\/f . .
(0'0)'(2’5)’ (2,7) e assim por diante.

Representando os pontos no plano cartesiano, temos:

Observe o comportamento da curva. Quando x=0, teremos y = sen 0 = 0.

No primeiro quadrante, isto &, de 0 aga funcdo é crescente e atinge seu ponto
maximo, ou seja, y = 1.

No segundo quadrante é decrescente e volta y=0

No terceiro quadrante continua decrescendo e alcanga seu menor valor, ou
seja, y=-1.

No quarto quadrante volta a crescer até assumir o valor zero novamente.

Estas variacdes dependem da abertura do dngulo formado pelo segmento OM,

conforme a representac3o.

2 — GRAFICO DA FUNGCAO COSSENO (COSSENOIDE):

De maneira analoga, vamos construir o grafico da fungdo cosseno.
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Seja a funcdo y = cos x. Vamos marcar os pares ordenados definidos por
(x, cos x). Na funcdo cosseno o periodo é o mesmo da funcdo seno, isto é, de O rad a
27 rad ou 0% a 360°.

Representando os pontos de acordo com os valores contidos na tabela,

teremos:

Quando x =0, cos x = 1, No primeiro quadrante, a fungao decresce, conforme
variamos X, os valores de y também variam de 1 até zero.

No segundo quadrante, a funcdo continua decrescendo, neste quadrante,
assume valores negativos, chegando ao seu ponto minimo que é y = -1.

No terceiro quadrante, a funcdo é crescente, pois sai do menor valor , y=0

3z

quando x = e alcanca y = 0 quando x = 5
No quarto quadrante, a funcdo continua crescendo, alcancando seu ponto

maximo, isto é y = 0 quando x = 2w. Observe o grafico construido a partir da variacao

do angulo x, ocasionando abertura do arco AOM no circulo trigonométrico.

44



3 — GRAFICO DA FUNGAO TANGENTE (TANGENTOIDE):

A construcdo do grafico da funcdo tangente obedece o mesmo critério na
construcdo do grafico da funcdo seno e da funcdo cosseno. Ou seja, sdo feitas as
marcacoes dos pares ordenados (x, tg x).

Vamos lembrar que a fungdo tangente n3o é definida para x = 90° e x =270°.

J& vimos anteriormente que a fungdo tangente é crescente em todos os

. . . . , T
quadrantes. Assim, no primeiro quadrante, isto é, de 0 a Erad, de acordo com a tabela

quando x = 0 teremos tg x = 0, isto nos dd o ponto (0,0). A partir desse ponto a
tangente assume valores cada vez maiores descolando-se para o infinito, visto que em
g, ou seja, 90°, a tangente nao é definida.

No segundo quadrante e terceiro quadrante, ha uma variacdo de valores desde
—oo(menos infinito) até +oo (mais infinito). Passando por y =0 quando x = 7, ou seja,
tg mt=0.

No quarto quadrante, a tangente mais uma vez é crescente, refazendo o

mesmo ciclo ocasionado para os valores do segundo quadrante.

4 — CONSTRUCAO DE GRAFICOS:

Agora vamos aprender como construir outros graficos de fungdo

trigonomeétrica. Para isto, vamos analisar alguns exemplos:
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EXEMPLO 01:

Construir o grafico da fungao y = 2sen x.

Resolugao

Para iniciar, precisamos construir uma tabela, definida no intervalo 0 <x <2m.

X sen X 2.sen x Ponto

0 0 0 (0,0)

z 1 1 (1)

6 2 6

7 V2 V2| (5V2)

4 2

z V3 V3 (£,/3)

3 - 3

T T

T 0 0 (m,0)
3

3z 1 2| Z

2

27 0 0 (2w, 0)

Vamos agora representar estes pontos no

sendide.

pIano cartesiano e tragar uma

Figura3
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Podemos utilizar este mesmo método para construir outros graficos de funcdes

trigonométricas.

01. Na tabela abaixo, preencher as células que estdo em branco, definindo a medida
do arco e o valor do seno, cosseno e tangente.:

Arco Angulo Seno Cosseno | Tangente

0 0° 0 1 0

z 30° 1 )@i )Eg

6 2 2 3

z 45° }Eg )@? 1

; o

i. 60° = 3 V3

2 90° 1 0 del:iici)da
120°
135°
150°

T 180° 0 -1 0
210°
225°
240°

3%[ 270° 1 0 del;liar:(i)da
300°
315°
330°

2m 360° 0 1 0

Y -




02. Construir o grafico da fungdo y = 3.cos x, sendo 0 < x < 27.

03. Construir o grafico a fungao y = sen x + cos x, sendo 0 < x < 2m.

04. A funcdo definida por y = sen x . cos x terd valores positivos em quais quadrantes?



Nesta aula vamos aprender a resolver equagdes simples de trigonometria na

primeira volta, ou seja, nosso dominio de estudo é o intervalo entre 0 < x<27w. Mas o
que significa resolver uma equagao trigonométrica?
Resolver uma equacgdo trigonométrica é simplesmente determinar para que

valores de x a igualdade é verdadeira. Vamos estudar alguns exemplos:

EXEMPLO 1:

Dada a equacgdo sen x = 0. Determine suas solugdes.

Resolugao
A primeira pergunta que faremos é: quais os valores de x que tem resposta zero

para seno de x? Complicado? Nem tanto. Vamos ver o desenho a seguir:

Figura 4

Ja estudamos que quando o ponto P percorre a circunferéncia, forma um arco.
A projecdo do segmento de reta que une O centro da circunferéncia a extremidade

—_—
deste arco sobre o eixo OY, determina o seno do arco formado. A pergunta que estd

sendo feita na equagdo é: quando este seno serd zero?
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Sabendo que o seno é a projecdo no eixo W, este valor serd zero apenas
quando o arco for 0 rad ou 7 rad, isto é 0° ou 180°. Assim, podemos afirmar que
sen x =0 quando x = 0° oux =180°.

S=1{0°,180°% ou S = {0, 7}
Note que representar o circulo trigonométrico ajuda na visualizagdo do

problema.

EXEMPLO 2:

Determine o valor de x para que tg x = V3.

Resolugao

Sabemos que no primeiro quadrante, a tg x =/3 quando x =§/ isto é, x = 60°.

Mais uma vez vamos recorrer ao diagrama.

A

60°

Pelo diagrama, é possivel perceber que a tangente vale \/3 quando x = 60° ou

quando x = 240°, entdo:
§=160°, 240% ou s = £, %}
EXEMPLO 3:

Determine o valor de x para que sen x = -1

Resolugao
Sabemos que o menor valor para o sen x é -1, e isto acontecerd apenas quando

x=270°

S={270° ou 5=(37”}



N

v

Vamos agora resolver algumas atividades.

01. Resolva as equagdes trigonométricas, sendo 0 < x < 2m.

a) cosx=%

b) senx=-%

c) tgx=1

d) cosx.senx=0

02. Para que valores de x teremos senx = cos x, sendo 0 < x < 27.
. V2
03. Sendo 0 <x < 2w, determine os valores de x para que cos x = -

04. Dadas as sentengas abaixo, tendo 0 < x < 2w, preencha as lacunas com V para
verdadeiro ou F para Falso:

) cos 30° > sen 30°

a) (

b) ( )tg60°<sen30°
c) ( )tgas®=tg225°
d) () cos30°=sen 60°
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Avaliacao

Nesta aula vocé encontrard algumas atividades para relembrar e aplicar o que
estudou até aqui. S3o atividades simples e com certeza vocé consegue realizar.

Vamos tentar?

" . (a3b2)3 ..
01. A solugao da expressao =5
(A) a®b3 (B) a’b3 (C) ab? (D) a*b? (E) a’b>®

02. Para quais valores de m a funcdo (m-3)* é crescente?

(A)m>-3 (B)m< -3 (m=3 (D) m<4 (E) m>4

03. Qual a expressdao que define a funcdo exponencial representada pelo grafico a

seguir?
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(A) f(x) =5 . 3"
(B) f(x) =4 . 3"
(C) f(x) =3 . 3"
(D) f(x) = 2. 3*
(E) f(x) = 3*

X
04. Dados os graficos a seguir, qual deles melhor representa a fungao f(x) = G)

(A
/3 2 1 1 2 3 4
(B)
¥
Q) 21
(D)




(E)

05. Dada a equac¢do exponencial 2* = 128, é correto afirmar que o quadrado de x ¢é

igual a:

(A) 2 (B) 7 (C) 14 (D) 16 (E) 21

06. A depreciagdao em um determinado equipamento eletronico é dado pela fungao
V(t) = P.(0,9)", onde t é calculado em anos de uso. Sabendo que o equipamento foi
comprado por RS 50.000,00 e vendido por RS 36.450,00, sabendo também que P é o

preco inicial e V(t) o preco. Calcule o tempo de uso do equipamento.

(A) 1 ano (B) 2anos  (C) 3 anos (D) 4anos  (E) 5 anos

07. Observe as afirmagdes a seguir:

| — O seno de um arco tem resultado positivo no 22 e no 32 quadrantes;
Il — A tangente de um arco é sempre positiva

Il — O cosseno de um arco é negativo no 12 quadrante e no 42 quadrante.

Responda:

(A) Todas as afirmativas sdo verdadeiras
(B) Todas as afirmativas sdo falsas
(C) Apenas a opgao |l é verdadeira
(D) Apenas a opgao lll é verdadeira

(E) As opcdes | e Il sdo verdadeiras



08. Podemos afirmar que a tangente de um angulo serd positiva em quais quadrantes?

(A) 12 e 22 quadrantes
(B) 12 e 32 quadrantes
(C) 22 e 32 quadrantes
(D) 32 e 42 quadrantes

(E) 12 e 42 quadrantes

09 — Qual das fungdes abaixo melhor representa o grafico?

oy
B
&
o

(A) f(x) =cos x
(B) f(x)=tgx

(C) f(x) = 2 cos x
(D) f(x) =senx + 1
(E) f(x) =senx

10 — Dada a equacgdo tg x = 1, sendo 0 < x < 2m, é correto afirmar que o conjunto

solucdo terd quantos elementos?

(A) O
(B)1
(0 2
(D) 3
(E) 4
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Pesquisa

Caro aluno, agora que ja estudamos todos os principais assuntos relativos ao 4°
bimestre, vamos verificar a importancia destes assuntos em nosso dia a dia.

Iniciamos este estudo, revisando as poténcias, estudando a fungdo exponencial
e consequentemente vimos suas aplicagbes. Aprendemos também mais um pouco
sobre trigonometria, especificamente sobre seno, cosseno e tangente.

Leia atentamente as questdes a seguir e através de uma pesquisa responda

cada uma delas de forma clara e objetiva.

ATENCAO: Nio se esqueca de identificar as Fontes de Pesquisa, ou seja, 0 nome dos

livros e sites nos quais foram utilizados.

I — Apresente algumas situagdes do cotidiano onde podemos empregar a

trigonometria.

Il — O que difere a equacdo exponencial de outras equacdes?




Ill — Apresente algumas situacdes do cotidiano onde podemos empregar a fungdo

exponencial.

IV — Faca uma pesquisa sobre os problemas causados pelo fumo no organismo
humano. Mostre através de um grafico a representacdo da retencdo de Nicotina no
pulmao de um fumante que fuma 2 macos de cigarro por dia. Vamos considerar que

nao fuma a noite, isto &, entre 23horas as 7 horas da manha.




[1] CARMO, Manfredo Perdigdo do; Augusto César Morgado, Eduardo Wagner.

Trigonometria e NUumeros Complexos, Cole¢do do professor de Matematica; 32
edi¢do.Rio de Janeiro; SBM, 2005.

[2] IEZZI, Gelson; MURAKAMI, Carlos. Fundamentos de Matematica Elementar 2:
Logaritmos. 8 ed. Sao Paulo: Atual, 2006

[3] MOYER, E. Robert, Frank Ayres Jr; Trigonometria; 32 edi¢cdo. Sdo Paulo; Colegao

Schaum;Saraiva. 1999

[1] Figura 1: Fonte: http://ms-matematica.blogspot.com.br/2013/09/matematica-de-

malthus.html
[2 ] Figura 2: Fonte: www.profpc.com.br

[3] Figura 3: https://encrypted-tbn2.gstatic.com/images?g=tbn:ANd9GcT-

Hw9I12X4VIpTI3F5sNBOHYbOmzg1wSWD9qliugvlw3Y80pUwtQ

[4 ] Figura 4: https://encrypted-

tbn0.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcSJulE H3VP7XS8mZU2UHGgeOguzrV 7Eubul

Hllgl2AIfQs3jQ

[ ss L



http://ms-matematica.blogspot.com.br/2013/09/matematica-de-malthus.html
http://ms-matematica.blogspot.com.br/2013/09/matematica-de-malthus.html
http://www.profpc.com.br/Exerc%C3%ADcios%20de%20Qu%C3%ADmica/Setor%20Omega/%C3%94mega%20-%20M%C3%B3dulo%208.pdf
https://encrypted-tbn2.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcT-Hw9Il2X4VlpTI3F5sNB0HYb0mzg1wSWD9qliuqv1w3Y8OpUwtQ
https://encrypted-tbn2.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcT-Hw9Il2X4VlpTI3F5sNB0HYb0mzg1wSWD9qliuqv1w3Y8OpUwtQ
https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcSJu1E_H3VP7XS8mZU2UHGge0guzrV_7EubuLHlIgl2AlfQs3jQ
https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcSJu1E_H3VP7XS8mZU2UHGge0guzrV_7EubuLHlIgl2AlfQs3jQ
https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcSJu1E_H3VP7XS8mZU2UHGge0guzrV_7EubuLHlIgl2AlfQs3jQ

COORDENADORES DO PROJETO

Diretoria de Articulagao Curricular
Adriana Tavares Mauricio Lessa

Coordenagdo de Areas do Conhecimento
Bianca Neuberger Leda
Raquel Costa da Silva Nascimento
Fabiano Farias de Souza
Peterson Soares da Silva
Marilia Silva

COORDENADORA DA EQUIPE
Raquel Costa da Silva Nascimento
Assistente Técnico de Matematica

PROFESSORES ELABORADORES
Angelo Veiga Torres
Daniel Portinha Alves
Fabiana Marques Muniz
Herivelto Nunes Paiva
Izabela de Fatima Bellini Neves
Jayme Barbosa Ribeiro
Jonas da Conceicdo Ricardo
Reginaldo Vandré Menezes da Mota
Tarliz Liao
Vinicius do Nascimento Silva Mano
Weverton Magno Ferreira de Castro

Revisao de Texto
Isabela Soares Pereira

[ 59 L




